
Chương 1

CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN VỀ XÁC SUẤT

Các hiện tượng trong đời sống hằng ngày xảy ra một cách ngẫu nhiên và tất

định. Chẳng hạn, đun nước ở điều kiện bình thường đến 1000C thì nước sẽ sôi,

một viên bi được thả từ trên cao chắc chắn sẽ rơi về phía Trái Đất... Đó là những

hiện tượng diễn ra có tính quy luật, tất định. Trái lại, những hiện tượng mà cho

dù khi được thực hiện trong cùng một điều kiện vẫn có thể sẽ cho ra các kết quả

khác nhau được gọi là những hiện tượng ngẫu nhiên. Chẳng hạn, ta không thể xác

định trước chỉ số chứng khoán trên thị trường chứng khoán, có bao nhiêu khách

hàng đến siêu thị trong khoảng thời gian nào đó hay có bao nhiêu cuộc gọi đến

một tổng đài... Các hiện tượng ngẫu nhiên là đối tượng nghiên cứu của xác suất.

Lí thuyết xác suất nghiên cứu tính quy luật của các hiện tượng đó để có thể dự

báo kết quả của chúng. Chính vì vậy, nhiều lĩnh vực khác nhau của khoa học tự

nhiên, kỹ thuật, kinh tế và xã hội... đều sử dụng tích cực các phương pháp và mô

hình xác suất.

1.1. GIẢI TÍCH TỔ HỢP

Những kiến thức về giải tích tổ hợp học viên đã được học trong chương trình

phổ thông. Tuy nhiên để giúp người học dễ dàng tiếp thu kiến thức của những

chương kế tiếp, chúng tôi giới thiệu lại một cách có hệ thống những kiến thức này.

1.1.1. Quy tắc cộng

Trong thực tế, một công việc có thể được tiến hành theo 1 trong k phương án:

Phương án thứ nhất: có 1 trong n1 cách thực hiện.

Phương án thứ hai: có 1 trong n2 cách thực hiện.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Phương án thứ k: có 1 trong nk cách thực hiện.

Gọi n là số cách hoàn thành công việc nói trên, ta có: n = n1 + n2 + · · ·+ nk
và được gọi là quy tắc cộng.

Ví dụ 1.1. Các nhóm I, II, III lần lượt có 2, 3, 3 học viên. Cần chọn 2 học
viên cùng một nhóm. Hỏi có bao nhiêu cách chọn như vậy?

Lời giải.

Phương án thứ nhất: chọn 2 học viên nhóm I có n1 = 1 cách.

Phương án thứ hai: chọn 2 học viên nhóm II có n2 = 3 cách.

Phương án thứ ba: chọn 2 học viên nhóm III có n3 = 3 cách.

Do đó, số cách chọn hai học viên cùng nhóm là: n = 1 + 3 + 3 = 7 cách.

1.1.2. Quy tắc nhân

Để hoàn thành một công việc, ta phải thực hiện dãy liên tiếp k hành động:

Hành động thứ nhất: có 1 trong n1 cách thực hiện.

Hành động thứ hai: có 1 trong n2 cách thực hiện.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Hành động thứ k: có 1 trong nk cách thực hiện.



Gọi n là số cách hoàn thành công việc nói trên, ta có: n = n1 × n2 × · · · × nk
và được gọi là quy tắc nhân.

Ví dụ 1.2. Để đi từ thành phố A tới thành phố C phải qua thành phố B.
Có một trong bốn cách để đi từ A tới B là: đường bộ, đường sắt, đường không
và đường biển. Có một trong hai cách để đi từ B tới C là đường bộ và đường sắt.
Hỏi có bao nhiêu cách đi từ A tới C?

Lời giải.

Để đi từ thành phố A tới thành phố C ta phải thực hiện một dãy liên tiếp

hai hành động.

Hành động thứ nhất: để đi từ A tới B có n1 = 4 cách.

Hành động thứ hai: để đi từ B tới C có n2 = 2 cách.

Vậy theo quy tắc nhân, số cách đi từ A tới C là n = 4.2 = 8 cách.

1.1.3. Chỉnh hợp

a) Chỉnh hợp không lặp

Định nghĩa 1.1. Chỉnh hợp không lặp chập k của n phần tử (k 6= n) là
một bộ (nhóm) có thứ tự gồm k phần tử khác nhau được chọn từ n phần tử đã
cho. Số chỉnh hợp không lặp chập k của n phần tử kí hiệu là Akn.

Ví dụ 1.3. Có 4 chữ số 1, 2, 3, 4. Có bao nhiêu số gồm 2 chữ số khác nhau?
Các số đó là: 12, 13, 14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43.
Mỗi một số trên chính là một cách sắp xếp có thứ tự gồm hai phần tử khác

nhau lấy từ bốn phần tử là bốn chữ số đã cho. Vậy mỗi số là một chỉnh hợp
không lặp chập hai của bốn phần tử.

Để tạo ra một chỉnh hợp không lặp chập k của n phần tử ta phải thực hiện

một dãy liên tiếp k hành động.

Bước 1, chọn 1 trong n phần tử để xếp đầu: có n cách.

Bước 2, chọn 1 trong n− 1 phần tử còn lại để xếp thứ 2: có n− 1 cách.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Bước k, chọn 1 trong n−(k−1) phần tử còn lại, xếp thứ k: có n−(k−1) cách.

Theo quy tắc nhân, số cách tạo ra một chỉnh hợp không lặp chập k của n

phần tử là:

Akn = n× (n− 1)× · · · × (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
.

Ví dụ 1.4. Một bảng mạch có 8 vị trí khác nhau, mỗi vị trí đặt được 1
linh kiện. Nếu 4 vị trí đã có linh kiện được lắp đặt, hỏi có bao nhiêu mẫu thiết
kế khác nhau cho bảng mạch này.

Lời giải. Số cách xếp 8 linh kiện vào 4 vị trí còn lại trên bảng mạch chính là

việc chọn 4 phần tử khác nhau từ tập hợp gồm 8 phần tử. Mỗi cách xếp các thiết

bị vào bảng mạch tạo ra 1 thiết kế mới nên thứ tự các linh kiện là quan trọng. Vậy

số cách tạo ra một bảng mạch hoàn chỉnh là số chỉnh hợp chập 4 của 8 phần tử:

A4
8 =

8!

(8− 4)!
= 8.7.6.5 = 1680 cách.
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b) Chỉnh hợp lặp

Để hiểu thế nào là một chỉnh hợp lặp ta xét ví dụ sau.

Ví dụ 1.5. Hãy lập các số gồm 2 chữ số từ 4 chữ số: 1, 2, 3, 4.
Các số đó là: 11, 12, 13, 14, 21, 22, 23, 24, 31, 32, 33, 34, 41, 42, 43, 44.

Mỗi số trong các số nói trên là một cách sắp xếp có thứ tự gồm hai chữ số,

mỗi chữ số có thể có mặt đến hai lần lấy từ bốn chữ số đã cho. Mỗi cách sắp xếp

như vậy còn gọi là một chỉnh hợp lặp chập hai của bốn phần tử. Tổng quát hoá ta

có định nghĩa sau.

Định nghĩa 1.2. Một chỉnh hợp lặp chập k của n phần tử là một cách sắp
xếp có thứ tự gồm k phần tử mà mỗi phần tử lấy từ n phần tử đã cho có thể có
mặt nhiều lần. Số chỉnh hợp lặp chập k của n phần tử là nk.

Ví dụ 1.6. Cửa của một nhà xe được mở trực tuyến bằng cách kích hoạt
một mã gồm 12 kí tự nhị phân. Hỏi có bao nhiêu mã khả dĩ?

Lời giải. Vì mỗi kí tự là mã nhị phân nên có 2 cách chọn gồm số 0 hoặc 1. Số

mã khả dĩ là số các chỉnh hợp lặp chập 12 của 2 phần tử nên có tất cả 212 = 4096.

1.1.4. Hoán vị

Trước khi đưa ra khái niệm một hoán vị của n phần tử ta xét ví dụ sau.

Ví dụ 1.7. Có ba học viên A, B, C được sắp xếp ngồi cùng một bàn học.
Hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp?

Có một trong các cách sắp xếp sau: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Nhận thấy rằng: đổi chỗ bất kì hai học viên nào cho nhau ta đều được một

cách sắp xếp khác. Từ một cách sắp xếp ban đầu, bằng cách đổi chỗ liên tiếp hai

học viên cho nhau ta có thể đưa về các cách sắp xếp còn lại. Mỗi một cách sắp xếp

như trên còn được gọi là một hoán vị của ba phần tử A, B, C. Tổng quát với tập

hợp gồm n phần tử ta có định nghĩa sau.

Định nghĩa 1.3. Một hoán vị của n phần tử là một cách sắp xếp có thứ
tự n phần tử đó. Số tất cả các hoán vị của n phần tử kí hiệu là Pn.

Theo quy tắc nhân: Số cách tạo ra một hoán vị của n phần tử là:

Pn = n× (n− 1)× · · · × 2× 1 = n!.

Ví dụ 1.8. Có 3 cuốn sách Đại số (ĐS), 2 cuốn sách Giải tích (GT) và 5
cuốn sách Xác suất thống kê (XSTK) (các cuốn sách này khác nhau) được xếp
vào 1 cái kệ. Hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp sao cho các cuốn sách cùng loại đứng
gần nhau?

Lời giải.

Để thỏa bài toán, ta chia công việc ra các giai đoạn như sau:

Giai đoạn 1: Phân kệ thành 3 phần để xếp 3 loại sách: có 3! cách xếp.

Giai đoạn 2: Xếp 3 cuốn ĐS trong phần cho ĐS: có 3! cách xếp.

Giai đoạn 3: Xếp 2 cuốn GT trong phần cho GT: có 2! cách xếp.

Giai đoạn 4: Xếp 5 cuốn XSTK trong phần cho XSTK: có 5! cách xếp.

Vậy số cách sắp xếp cho cả bài toán: 3!.3!.2!.5! = 8640 (cách).
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1.1.5. Tổ hợp

Định nghĩa 1.4. Khi lấy ngẫu nhiên ra k phần tử từ một tập gồm n phần
tử (ở đây là lấy đồng thời, lấy một lần ra k phần tử, k ≤ n), sao cho hai cách lấy
ra k phần tử được gọi là khác nhau nếu giữa chúng có ít nhất 1 phần tử khác
nhau (nghĩa là không phân biệt về thứ tự của các phần tử) thì: số cách lấy ra k
phần tử từ n phần tử như trên được gọi là tổ hợp chập k của n, kí hiệu là Ckn.

Bằng cách đổi chỗ các phần tử cho nhau, một tổ hợp chập k của n phần tử

có thể tạo ra k! chỉnh hợp không lặp chập k của n phần tử (tức là Akn). Do đó

Ckn =
Akn
k!

=
n!

k!(n− k)!
.

Ví dụ 1.9. Mỗi đề thi gồm có 5 câu hỏi khác nhau chọn từ ngân hàng 50
câu hỏi đã cho. Hỏi có thể thành lập được bao nhiêu đề thi khác nhau?

Lời giải. Mỗi đề thi sẽ chọn 5 câu từ 50 câu đã cho trong ngân hàng câu

hỏi. Do chọn không kể thứ tự, không trùng nhau nên số cách chọn là tổ hợp chập

5 của 50

C5
50 =

50!

5!(50− 5)!
=

46.47.48.49.50

2.3.4.5
= 2 118 760 (đề thi).

Cuối cùng, để ý là ta đã rất quen thuộc với khái niệm tổ hợp được dùng

trong công thức nhị thức Newton

(a+ b)n = C0
na

nb0 + C1
na

n−1b1 + · · ·+ Ckna
n−kbk + · · ·+ Cn−1n a1bn−1 + Cnna

0bn

= an + nan−1b+ · · ·+ n!

k!(n− k)!
an−kbk + · · ·+ nabn−1 + bn.

Từ đó có thể dễ dàng chứng minh (để ý C0
n = Cnn = 1):

Ckn = Cn−kn và Ckn = Ck−1n−1 + Ckn−1.

1.2. SỰ KIỆN NGẪU NHIÊN VÀ XÁC SUẤT

1.2.1. Sự kiện (biến cố) ngẫu nhiên

Trong lí thuyết xác suất, sự kiện được hiểu như là một sự việc, một hiện

tượng nào đó của cuộc sống tự nhiên và xã hội.

Phép thử ngẫu nhiên (hay còn gọi là phép thử) là một hành động hay thí

nghiệm mà ta không đoán trước được kết quả của nó, tuy nhiên có thể xác định

được tập hợp tất cả các kết quả có thể có của phép thử đó.

Ví dụ 1.10. Gieo một con xúc xắc đồng chất trên một mặt phẳng (phép
thử). Phép thử này có 6 kết quả là: xuất hiện mặt 1 chấm, mặt 2 chấm, ..., mặt
6 chấm. Mỗi kết quả này cùng với các kết quả phức tạp hơn như: xuất hiện mặt
có số chấm là số nguyên tố, mặt có số chấm chẵn, mặt có số chấm là bội của 2,
đều có thể coi là các sự kiện.

Như vậy kết quả của một phép thử là một trường hợp riêng của sự kiện. Sự

kiện được gọi là tất yếu, nếu nó chắc chắn xảy ra, và được gọi là bất khả, nếu nó
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không thể xảy ra khi thực hiện phép thử. Còn nếu sự kiện có thể hoặc không xảy

ra sẽ được gọi là sự kiện ngẫu nhiên.

Để mô tả một phép thử, người ta xác định một tập hợp các kết quả của nó.

Tập hợp tất cả các kết quả của một phép thử tạo thành không gian các sự kiện sơ

cấp (hay không gian mẫu), kí hiệu là Ω. Chẳng hạn, trong Ví dụ 1.10, nếu kí hiệu

Ai là sự kiện xuất hiện mặt i chấm (i = 1, 6) thì Ω = {A1, A2, A3, A4, A5, A6}.
Một câu hỏi tự nhiên là: “Do đâu có sự kiện ngẫu nhiên? Và chúng ta có thể

nhận biết được nó không?” Thực ra mỗi sự kiện đều xảy ra theo một quy luật nào

đó, song do điều kiện thiếu thông tin và phương tiện cần thiết (kinh phí, trang

thiết bị và thời gian) nên ta không có khả năng nhận định đầy đủ về sự kiện đó.

Vấn đề càng trở nên khó khăn hơn khi chỉ cần có một sự thay đổi bất ngờ dù rất

nhỏ của điều kiện tiến hành phép thử sẽ làm thay đổi kết quả của phép thử đó.

Cho nên bài toán xác định bản chất xác suất của một sự kiện bất kì trong một

phép thử tùy ý là không thể giải được.

1.2.2. Xác suất của một sự kiện

Xác suất của một sự kiện (hay biến cố, tình huống giả định) là khả năng xảy

ra sự kiện đó, được đánh giá dưới dạng một số thực nằm giữa 0 và 1.

Khi một sự kiện không thể xảy ra thì xác suất của nó bằng 0. Ngược lại, một

sự kiện chắc chắn đã hoặc sẽ xảy ra thì xác suất của nó bằng 1. Chẳng hạn, đứng

tại Hà Nội ném một hòn đá, sự kiện “đá rơi xuống địa giới Việt Nam” có xác suất

bằng 1, trong khi sự kiện “đá rơi xuống Thái Bình Dương” có xác suất bằng 0.

Khi một sự kiện có thể xảy ra hoặc có thể không xảy ra, và ta không biết

chắc chắn nó có xảy ra hay không, thì ta có thể coi xác suất của nó lớn hơn 0 và

nhỏ hơn 1. Sự kiện nào càng dễ xảy ra hơn thì có xác suất càng lớn (càng gần 1),

và ngược lại nếu càng khó xảy ra thì xác suất càng nhỏ (càng gần 0). Ví dụ khi

bắn một viên đạn vào bia, ta không đoán trước được viên đạn trúng bia hay không

trúng bia. Nếu như cứ 100 lần bắn có 75 lần trúng bia, thì ta sẽ coi xác suất bắn

trúng bia là 75%. Con số 75% ở đây chính là tần suất hay tỉ lệ bắn trúng của các

lần bắn, nó bằng số lần bắn trúng bia chia cho tổng số lần bắn.

Không những chỉ các sự kiện trong tương lai, mà cả các sự kiện trong quá

khứ, mà chúng ta thiếu thông tin để có thể biết chắc là chúng đã thực sự xảy ra

hay không, thì chúng ta vẫn có thể gán cho các sự kiện đó một xác suất nào đó,

ứng với độ tin tưởng của chúng ta về việc sự kiện đó đã thực sự xảy ra hay không.

Ví dụ như: sự tuyệt chủng của loài khủng long có phải do một thiên thạch cỡ lớn

rơi xuống Trái Đất? Đấy là một giả thuyết, mà theo các nhà khoa học thì có nhiều

khả năng xảy ra, nhưng không chắc chắn.

1.2.3. Định nghĩa xác suất và các tính chất

a) Định nghĩa cổ điển

Trong mục này, ta sẽ làm việc với các phép thử có kết quả đồng khả năng.

Xét ví dụ sau.

Ví dụ 1.11. Trong một hộp có n viên bi giống nhau về kích cỡ và chỉ khác
nhau về màu sắc, trong đó có m bi trắng và n − m bi đỏ. Lấy ra một viên bi
(phép thử). Do số viên bi là n nên tổng số các kết quả khác nhau sẽ là n, và vì
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tính giống nhau của chúng nên mỗi viên bi có cùng khả năng được rút. Gọi A là
sự kiện “rút được bi trắng” thì trong số n kết quả đồng khả năng có m kết quả
thuận lợi cho A (nghĩa là biến cố A xảy ra khi và chỉ khi một trong các kết quả
này xảy ra). Vì vậy trực giác cho thấy nên lấy m/n làm xác suất của việc xuất
hiện sự kiện A.

Định nghĩa 1.5. Giả sử một phép thử với n kết quả đồng khả năng, trong
đó có m kết quả thuận lợi cho sự kiện A. Khi đó xác suất của sự kiện A, kí hiệu
là P (A), được cho bởi

P (A) =
m

n
=

số kết quả thuận lợi đối với A
số kết quả đồng khả năng

. (1.1 )

Cách tính xác suất theo (1.1) có ưu điểm là tương đối đơn giản, tuy nhiên

phạm vi áp dụng rất hạn chế chỉ cho các phép thử gồm hữu hạn kết quả đồng

khả năng.

Ví dụ 1.12. Trong hộp đựng 20 viên đạn gồm 14 viên màu đỏ và 6 viên
màu trắng. Lấy ngẫu nhiên (không hoàn lại) 5 viên đạn từ trong hộp. Tính xác
suất để trong 5 viên đạn lấy ra có 3 viên đỏ. Biết rằng các viên đạn giống nhau.

Lời giải. Vì các viên đạn giống nhau, số khả năng có thể xảy ra khi lấy 5

viên trong 20 viên là n = C5
20. Gọi A là sự kiện trong 5 viên lấy ra có 3 viên màu

đỏ và 2 viên màu trắng.

Số cách lấy 3 viên màu đỏ trong 14 viên đỏ là: C3
14.

Số cách lấy 2 viên màu trắng trong 6 viên trắng là: C2
6 .

Vậy P (A) =
C2
6 .C

3
14

C5
20

.

Ví dụ 1.13. Kết quả bài thi cuối kì môn Toán cho trong bảng dưới đây

Lớp
Điểm

Tổng bài thi
6 7 8 9 10

ĐH-A 5 14 6 2 1 28 bài

ĐH-B 6 15 1 3 2 27 bài

Rút ngẫu nhiên từ mỗi lớp một bài thi. Tìm xác suất để hai bài rút ra:
a) Đều đạt điểm 10.
b) Có đúng một bài đạt điểm 10.
c) Có ít nhất một bài đạt điểm 10.

Lời giải. Kí hiệu A,B và C theo thứ tự là các sự kiện xảy ra trong câu a, b

và c của đề bài.

Nhận xét: mỗi bài thi của lớp ĐH-A, ghép với một bài thi của lớp ĐH-B

được một kết quả của phép thử. Vậy:

Số kết quả có thể có là: 28× 27 = 756.

Số kết quả thuận lợi đối với A là: C1
1 × C1

2 = 2.
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Số kết quả thuận lợi đối với B là: C1
1 × C1

27 + C1
2 × C1

28 = 83.

Số kết quả thuận lợi đối với C là: 83 + 2 = 85.

Từ đó suy ra

P (A) =
2

756
, P (B) =

83

756
, P (C) =

85

756
.

b) Tính chất của xác suất

Tính chất 1: Nếu A là một sự kiện thì xác suất của A thỏa mãn

0 ≤ P (A) ≤ 1. (1.2 )

Tính chất 2: Nếu A là một sự kiện và kí hiệu A là sự kiện phủ định của

A thì

P (A) + P (A) = 1. (1.3 )

Ý nghĩa triết học của Tính chất 2 tương đối hiển nhiên vì trong hai sự kiện

A và A có một và chỉ một sự kiện xảy ra. Nếu A càng có nhiều khả năng xảy ra

thì A càng có ít khả năng xảy ra, và ngược lại.

Ví dụ 1.14. Một học viên kiểm tra bắn súng AK. Nếu xác suất bắn trúng
là 70% thì xác suất bắn trượt là 30% (=100%-70%), chứ không thể là 20%.

Tính chất 3: Với hai sự kiện A và B ta sẽ kí hiệu sự kiện “cả A và B đều

xảy ra” bằng A ∩ B và sự kiện “ít nhất một trong hai sự kiện A hoặc B xảy ra”

bằng A ∪ B. Khi đó nếu hai sự kiện A và B không thể cùng xảy ra, thì xác suất

của sự kiện “xảy ra A hoặc B” bằng tổng các xác suất của A và của B, tức là

Nếu P (A ∩B) = 0 thì P (A ∪B) = P (A) + P (B). (1.4 )

Ví dụ 1.15. Điểm thi của một học viên có thể là 8 điểm, có thể là 9 điểm,
hoặc có thể là điểm khác, nhưng không thể vừa được 8 điểm vừa được 9 điểm.
Bởi vậy P

(
(8đ) ∪ (9đ)

)
= P (8đ) + P (9đ).

Tính chất 4: Nếu A và B là hai sự kiện bất kì thì

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B). (1.5 )

Ví dụ 1.16. Hai đội TCU-1 và TCU-2 của trường đại học Thông tin liên
lạc tham gia cuộc thi Robocon toàn quốc. Khả năng lọt qua vòng loại để vào
vòng chung kết của từng đội tương ứng là 90% và 70% (mỗi bảng chỉ chọn một
đội vào vòng chung kết và hai đội TCU-1, TCU-2 không cùng trong một bảng
đấu loại). Tính khả năng xảy ra các tình huống sau:

a) Cả hai đội lọt vào vòng chung kết.
b) Có ít nhất một đội lọt vào vòng chung kết.
c) Chỉ có đội TCU-1 lọt vào vòng chung kết.
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Lời giải. Rõ ràng với những điều kiện đã cho, bài toán này không thể tính

xác suất bằng định nghĩa cổ điển được. Bài toán cho hai sự kiện:

A: “Đội TCU-1 lọt vào vòng chung kết”,

B: “Đội TCU-2 lọt vào vòng chung kết”.

Ta thấy hai đội ở hai bảng khác nhau nên quá trình và kết quả thi đấu của

hai đội không ảnh hưởng lẫn nhau. Theo đề bài P (A) = 0, 9; P (B) = 0, 7.

a) Xác suất cả hai đội lọt vào vòng chung kết là

P (A ∩B) = P (A).P (B) = 0, 9.0, 7 = 0, 63.

b) Xác suất để có ít nhất một đội lọt vào vòng chung kết là

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) = 0, 9 + 0, 7− 0, 63 = 0, 97.

c) Xác suất chỉ có đội TCU-1 lọt vào vòng chung kết là

P (A ∩B) = P (A).P (B) = 0, 9.(1− 0, 7) = 0, 27.

Qua ba xác suất, tình huống b) là có khả năng xảy ra cao nhất. Điều này

cho thấy trường đại học Thông tin liên lạc có cơ sở để trông chờ kết quả này.

c) Định nghĩa theo phương pháp thống kê

Điều kiện đồng khả năng của các kết quả của một phép thử không phải lúc

nào cũng được đảm bảo. Có nhiều hiện tượng xảy ra không theo các yêu cầu của

định nghĩa cổ điển, chẳng hạn khi tính xác suất một đứa trẻ sắp ra đời là con trai,

hạt đậu tương không nảy mầm, ngày mai trời mưa...

Có một cách khác để xác định xác suất của một sự kiện. Giả sử ta tiến hành

n phép thử với cùng một hệ điều kiện thấy có nA lần xuất hiện sự kiện A. Số nA
được gọi là tần số xuất hiện sự kiện A và tỉ số

fn(A) =
nA
n

gọi là tần suất xuất hiện sự kiện A.

Ta nhận thấy rằng khi n thay đổi, nA thay đổi vì thế fn(A) cũng thay đổi.

Ngay cả khi tiến hành dãy n phép thử khác với cùng một điều kiện thì tần số và

tần suất của n lần thử này cũng có thể khác tần số và tần suất của n lần thử trước.

Tuy nhiên, trên cơ sở quan sát lâu dài các phép thử khác nhau người ta nhận thấy

tần suất xuất hiện một sự kiện có tính ổn định, thay đổi rất ít trong các loạt phép

thử khác nhau và dao động xung quanh một hằng số xác định. Sự khác biệt đó

càng ít khi số phép thử tăng nhiều lên. Đặc tính ổn định của tần suất khi số phép

thử tăng lên khá lớn cho phép ta định nghĩa xác suất của sự kiện là trị số ổn định

đó của tần suất xuất hiện sự kiện. Nhưng do hằng số đó chưa biết, nên người ta

lấy ngay tần suất khi số phép thử đủ lớn làm xác suất của sự kiện. Cách hiểu như

vậy được gọi là định nghĩa thống kê của xác suất . Cơ sở toán học cho việc dùng

thống kê để tính xác suất là luật số lớn và các định lí giới hạn, mà chúng ta sẽ tìm

hiểu ở Chương 2 trong giáo trình này. Có nhiều ví dụ minh họa tính ổn định của

tần suất khi số phép thử khá lớn. Ta có thể tham khảo một ví dụ kinh điển về xác
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định tần số và tần suất việc xuất hiện mặt sấp (mặt không có chữ) của một đồng

tiền do Buffon và Pearson thực hiện

Ta nhận thấy rằng khi số lần tung đồng tiền n tăng lên, tần suất xuất hiện

mặt sấp ổn định dần về giá trị 0,5 được lấy làm xác suất xuất hiện mặt sấp khi

tung một đồng tiền cân đối và đồng chất.

Người làm

thí nghiệm

Số lần tung

một đồng tiền
Tần số mặt sấp Tần suất mặt sấp

Buffon 4040 2040 0,505

Pearson 12000 6010 0,501

Pearson 24000 12012 0,5005

Một ví dụ khác (xem thêm trong [1]): Có một vài số liệu sau đây về tai tạn

ô tô và máy bay. Trong những năm 1989-1999, trên toàn thế giới, trung bình mỗi

năm có khoảng 18 triệu chuyến bay, 24 tai nạn máy bay chết người, và 750 người

chết trong tai nạn máy bay. Cũng trong khoảng thời gian đó, ở nước Pháp, trung

bình mỗi năm có khoảng 8000 người chết vì tai nạn ô tô, trên tổng số 60 triệu dân.

Từ các số liệu này, chúng ta có thể tính xác suất để một người ở Pháp bị chết vì

tai nạn ô tô trong một năm là 8000/60 000 000 = 0,0133%. Xác suất để đi một

chuyến bay gặp tai nạn chết người là 24/18 000 000 = 0,000133%, chỉ bằng 1/100

xác suất bị chết vì tai nạn ô tô trong 1 năm ở Pháp. Nếu một người một năm

bay 20 chuyến, thì xác suất bị chết vì tai nạn máy bay trong năm bằng khoảng

20 × 0, 000133% = 0, 00266%, tức là chỉ bằng 1/5 xác suất bị chết vì tai nạn ô tô

trong năm ở Pháp.

Định nghĩa xác suất theo thống kê khắc phục được hạn chế của định nghĩa

cổ điển, nó hoàn toàn dựa trên các thí nghiệm quan sát thực tế để tìm xác suất

của sự kiện. Tuy nhiên định nghĩa thống kê về xác suất cũng chỉ áp dụng cho các

phép thử mà có thể lặp lại được nhiều lần một cách độc lập trong những điều kiện

giống hệt nhau. Ngoài ra để xác định một cách tương đối chính xác giá trị của

xác suất thì cần tiến hành một số n đủ lớn lần các phép thử, mà việc này đôi khi

không thể làm được vì hạn chế về thời gian và kinh phí.

Ngày nay với sự trợ giúp của công nghệ thông tin, người ta có thể mô phỏng

các phép thử ngẫu nhiên mà không cần thực hiện các phép thử trong thực tế. Điều

này cho phép tính xác suất theo phương pháp thống kê thuận tiện hơn.

d) Định nghĩa theo hình học

Với những phép thử đồng khả năng mà số kết quả sau một phép thử là vô

hạn thì việc sử dụng định nghĩa xác suất cổ điển để tính xác suất của một sự kiện

là không thực hiện được. Để khắc phục hạn chế này người ta đưa ra định nghĩa

xác suất bằng hình học.

Giả sử tập hợp (vô hạn) các kết quả đồng khả năng của một phép thử có thể

biểu thị bởi miền hình học Ω (chẳng hạn đoạn thẳng, miền cong hoặc khối không

gian). Số đo độ dài, diện tích, thể tích tương ứng được gọi là độ đo của miền Ω và

kí hiệu là m(Ω).
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Định nghĩa 1.6. Xét một phép thử với vô hạn kết quả đồng khả năng, giả
sử có thể thiết lập sự tương ứng một - một mỗi thuận lợi cho sự kiện A với một
điểm thuộc miền A ⊂ Ω có độ đo là m(A). Khi đó xác suất sự kiện A là

P (A) =
m(A)

m(Ω)
.

Ví dụ 1.17. Một đường cáp quang nối Hà Nội với thành phố Hồ Chí Minh
dài 1800 km gặp sự cố kĩ thuật làm tắc nghẽn thông tin liên lạc. Sự cố kĩ thuật
có thể xảy ra ở bất cứ một vị trí nào của đường cáp quang với cùng một khả
năng. Tính xác suất để sự cố kĩ thuật xảy ra cách Hà Nội không quá 200km.

Lời giải. Miền Ω là đường cáp quang nối Hà Nội và thành phố Hồ Chí Minh

có m(Ω) = 1800. Miền A tương ứng với sự kiện cần tính xác suất là đoạn cáp quang

từ Hà Nội tới vị trí cách Hà Nội 200 km nên m(A) = 200. Vậy xác suất là 1/9.

Ví dụ 1.18. Hai người bạn hẹn gặp nhau tại một địa điểm xác định trong
khoảng từ 7h đến 8h. Mỗi người đến (và chắc chắn đến) điểm hẹn một cách độc
lập, nếu không gặp người kia thì đợi 30 phút hoặc đến 8 giờ thì không đợi nữa.
Tìm xác suất để hai người gặp nhau.

Lời giải. Chọn mốc thời gian 7h là gốc tọa độ O trong mặt phẳng

thời gian Oxy, với x, y (giờ) là thời gian tương ứng của mỗi người đi đến

điểm hẹn. Ta có: 0 ≤ x, y ≤ 1 và Ω là hình vuông có cạnh là 1 đơn vị.

Từ giả thiết bài toán, ta có

|x−y| ≤ 0, 5⇔

{
x− y ≤ 0, 5

x− y ≥ −0, 5
⇔

{
x− y − 0, 5 ≤ 0

x− y + 0, 5 ≥ 0
.

Suy ra miền gặp nhau của 2 người là

S = {0 ≤ x, y ≤ 1;x−y−0, 5 ≤ 0;x−y+0, 5 ≥ 0}.

Vậy P =
m(S)

m(Ω)
=

3

4
= 75%.

1.2.4. Nguyên lí xác suất lớn, xác suất nhỏ

Trong ứng dụng của lí thuyết xác suất, ta thường gặp vấn đề sau: Giả sử

bằng cách nào đó, thông qua những quan sát của quá khứ, chúng ta biết được rằng

xác suất của sự kiện A trong một phép thử là P (A) = p ∈ [0, 1]. Ta có thể nói gì về

việc xảy ra của sự kiện A trong 1 lần thử đơn lẻ tiếp theo?

Một sự kiện các xác suất rất nhỏ, thậm chí gần bằng 0 vẫn có thể xảy ra khi

thực hiện phép thử. Qua thực nghiệm và quan sát thực tế, người ta thấy rằng các

sự kiện có xác suất nhỏ sẽ không xảy ra khi ta chỉ thực hiện một phép thử hay

một vài phép thử. Từ đó ta thừa nhận nguyên lí sau đây.

Nguyên lí xác suất nhỏ : “Nếu một sự kiện có xác suất rất nhỏ thì thực tế có

thể cho rằng sự kiện đó sẽ không xảy ra trong một (một vài) phép thử ở tương lai”.
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1.4.3. Công thức Bernoulli

Trong thực tế nhiều khi ta gặp những phép thử gồm một dãy liên tiếp các

phép thử như nhau được lặp đi lặp lại n lần và để ý đến sự xuất hiện của một sự

kiện A nào đó trong n lần thử này. Chẳng hạn bắn 10 viên đạn độc lập vào một

mục tiêu, mỗi lần bắn 1 viên được xem như tiến hành một phép thử, 10 lần bắn

độc lập là 10 phép thử độc lập.

Định nghĩa 1.11. Tiến hành một dãy n phép thử mà phép thử sau độc
lập với các phép thử trước đó. Trong mỗi phép thử chỉ có 2 kết quả: hoặc xảy ra
sự kiện A hoặc không xảy ra, xác suất xảy ra sự kiện A ở mỗi phép thử là như
nhau và bằng p (p 6= 0, p 6= 1). Dãy n phép thử độc lập này còn được gọi là một
lược đồ Bernoulli.

Trong một lược đồ Bernoulli sự kiện A có thể xuất hiện từ 0 đến n lần. Gọi

B là sự kiện “A xuất hiện đúng k lần”, ta thấy B có thể xảy ra theo nhiều phương

án khác nhau, miễn sao trong dãy các kết quả của n phép thử sự kiện A có mặt

đúng k lần. Rõ ràng, mỗi kết quả thỏa mãn sự kiện B tương ứng với việc chọn ra

k phép thử (A xuất hiện) từ n phép thử đã cho, hay có tất cả Ckn phương án như

vậy. Do trong dãy n phép thử độc lập, sự kiện A xuất hiện đúng k lần, A xuất hiện

n− k lần, nên xác suất để xảy ra một phương án sẽ bằng pk(1− p)n−k. Từ đó ta có

công thức Bernoulli

P (B) = Pn(k; p) = Ckn.p
k.(1− p)n−k, k = 0, 1, · · · , n. (1.16 )

Ví dụ 1.28. Một máy thông tin có 5 chi tiết đối với độ tin cậy (xác suất
làm việc tốt trong một khoảng thời gian nào đó) của mỗi chi tiết là 0,9. Tìm xác
suất để trong khoảng thời gian ấy có đúng 2 chi tiết làm việc tốt.

Lời giải. Rõ ràng ta có lược đồ Bernoulli với n = 5; p = 0, 9 và k = 2, áp

dụng (1.16) ta có xác suất cần tìm là

P5(2; 0, 9) = C2
5 .(0, 9)2.(0, 1)3 = 81.10−4.

Ví dụ 1.29. Một học viên có xác suất bắn trúng mục tiêu là 0,8. Có ý kiến
cho rằng học viên đó cứ 10 lần bắn thì chắc chắn có 8 lần trúng mục tiêu, điều
đó có đúng không?

Lời giải. Ý kiến trên là sai. Ở đây có thể coi việc thực hiện 10 lần bắn là

dãy 10 phép thử, trong đó A là sự kiện bắn trúng mục tiêu có P (A) = 0, 8. Từ đó

xác suất để trong 10 lần bắn có đúng 8 lần trúng mục tiêu là

P10(8; 0, 8) = C8
10.(0, 8)8.(0, 2)2 ≈ 0, 3108.

Định lý 1.2. Thực hiện một dãy n phép thử Bernoulli với xác suất thành

công trong mỗi lần thử là p. Ta có các kết quả sau

(i) Pn(k; p) =
(n− k + 1)p

kp
· Pn(k − 1; p).

(ii) Pmax = Pn(m; p) với (n + 1)p − 1 ≤ m ≤ (n + 1)p, m ∈ Z+ được gọi là giá

trị có khả năng xảy ra lớn nhất.
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Ví dụ 1.30. Một chiến sĩ bắn ngẫu nhiên, độc lập 20 viên đạn vào một
mục tiêu với xác suất bắn trúng đích của mỗi viên đạn là 0,4. Tìm số viên đạn
trúng đích với khả năng cao nhất.

Lời giải. Xem việc bắn độc lập 20 viên đạn vào một mục tiêu như là tiến

hành 20 phép thử Bernoulli với xác suất trúng đích của mỗi viên đạn (sự kiện A)

là không đổi p = 0, 4. Ta có n = 20 và (n + 1)p− 1 = 7, 4 nên m = 8. Vậy khả năng

lớn nhất là có 8 viên đạn trúng đích.


	Bai5.pdf
	Bai5a.pdf



